
OKRUЖNO TAKMIQEƫE IZ MATEMATIKE

UQENIKA SREDƫIH XKOLA, 11.02.2012.

Prvi razred , A kategorija

Neka je K taqka simetriqna ortocentru H trougla ABC u odnosu na1.

sredixte stranice BC. Dokazati da je AK preqnik opisane kruжnice
trougla ABC.

Dati su polinomi p(x) = x3+x2+x+2 i q(x) = x3−x+3. Da li postoji2.
ceo broj m tako da q(m) | p(m)?

Za svako n ∈ N broj xn nastao je uzastopnim dopisivaƬem kvadrata3.

prvih n prirodnih brojeva (npr. x12 = 149162536496481100121144). Do-
kazati da postoji beskonaqno mnogo prirodnih brojeva n, takvih da
broj xn nije potpun stepen prirodnog broja (prirodan broj y je potpun
stepen ako i samo ako postoje prirodni brojevi k > 1 i a, tako da vaжi
y = ak).

Neka je ABCD konveksan qetvorougao koji nije trapez. Simetrale4.

stranica AD i BC seku se u taqki P , a simetrale stranica AB i
CD seku se u taqki Q. Ukoliko se taqke P i Q nalaze u unutraxƬosti
qetvorougla ABCD i vaжi ∢APD = ∢BPC, dokazati da je ∢AQB =
∢CQD.

Na svakoj od n > 4 kartica upisan je jedan od brojeva +1 ili −1. Sa ko-5.

liko najmaƬe pitaƬa moжemo saznati proizvod svih brojeva zapisanih
na karticama, ako jednim pitaƬem moжemo saznati vrednost proizvoda
brojeva na taqno tri proizvoƩno izabrane kartice?

Vreme za rad 180 minuta.
Svaki zadatak vredi 20 poena.



OKRUЖNO TAKMIQEƫE IZ MATEMATIKE

UQENIKA SREDƫIH XKOLA, 11.02.2012.

Drugi razred , A kategorija

Na�i sve realne brojeve a takve da nejednakost1.

x4 + ax3 + (a+ 3)x2 + ax+ 1 > 0

vaжi za sve realne brojeve x.

Neka je a ∈ R, |a| > 1. Dokazati da za sve z ∈ C vaжi2.
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Dokazati da se kvadrat prirodnog broja ne moжe zavrxavati sa qetiri3.
iste nenula cifre.

Na stranicama BC i AC trougla ABC date su taqke D i E, redom,4.

tako da vaжi AE = BD. Oznaqimo sa M sredixte stranice AB, a sa
P presek pravih AD i BE. Dokazati da taqka Q simetriqna taqki P

u odnosu na M leжi na simetrali ugla ACB.

U poƩa tablice 100× 100 su upisani brojevi. U svakoj vrsti ima bar5.

10 razliqitih brojeva, ali u svake tri uzastopne vrste ima najvixe
16 razliqitih brojeva. Koliko se najvixe razliqitih brojeva moжe
nalaziti u tablici?

Vreme za rad 180 minuta.
Svaki zadatak vredi 20 poena.



OKRUЖNO TAKMIQEƫE IZ MATEMATIKE

UQENIKA SREDƫIH XKOLA, 11.02.2012.

Tre�i razred , A kategorija

U skupu realnih brojeva rexiti nejednaqinu1.
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Neka je n > 2 prirodan broj. Dokazati da je vrednost determinante2.
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jednaka kvadratu celog broja.

Niz {an}n∈N0
je definisan sa a0 = 1 i3.

an+1 = (n2 + 1) · an − n,

za n> 0. Dokazati da postoji qlan niza koji je deƩiv sa 2011.

Neka je ABCDEF konveksan xestougao takav da za svaku taqku M koja4.

je u ravni tog xestougla vaжi

MA2 +MC2 +ME2 = MB2 +MD2 +MF 2.

Dokazati da se teжixta trouglova ACE i BDF poklapaju.

Neka je n ∈ N. Koliko se najvixe nepraznih podskupova moжe izdvojiti5.

iz skupa od n elemenata tako da su svaka dva ili disjunktna ili je jedan
od Ƭih podskup drugog?

Vreme za rad 180 minuta.
Svaki zadatak vredi 20 poena.



OKRUЖNO TAKMIQEƫE IZ MATEMATIKE

UQENIKA SREDƫIH XKOLA, 11.02.2012.

Qetvrti razred , A kategorija

Date su taqke A(1, 3) i B(2, 4). Odrediti taqku C na paraboli x = y2+11.

za koju trougao ABC ima najmaƬu mogu�u povrxinu.

Neka je f : [ 1, 2 ] → R diferencijabilna funkcija i f(1) = 0. Koliki je2.

najmaƬi mogu�i broj rexeƬa jednaqine

2 · f(x) = f ′(x) · sin 2x ?

a) Dokazati da ne postoje prosti brojevi p i q takvi da je broj3.

p2 + 2012pq + q2

potpun kvadrat.

b) Dokazati da postoji beskonaqno mnogo parova uzajamno prostih priro-
dnih brojeva (m,n), tako da je

m2 + 2012mn+ n2

potpun kvadrat.

Neka je M unutraxƬa taqka kvadrata ABCD. Neka su A1, B1, C1, D14.

druge taqke preseka pravih AM, BM, CM, DM sa opisanom kruжnicom
kvadrata ABCD, redom. Dokazati da je

A1B1 · C1D1 = A1D1 ·B1C1.

Neka je m > 3 prirodan broj. Na�i najmaƬi prirodan broj r(m) za5.

koji vaжi da se za svako razbijaƬe skupa {1, 2, . . . , r(m)} na 2 podskupa
iz jednog od Ƭih moжe izabrati m brojeva (ne obavezno razliqitih)
x1, x2, . . . , xm za koje vaжi

x1 + x2 + . . .+ xm−1 = xm.

Vreme za rad 180 minuta.
Svaki zadatak vredi 20 poena.



OKRUЖNO TAKMIQEƫE IZ MATEMATIKE

UQENIKA SREDƫIH XKOLA, 11.02.2012.

Prvi razred , B kategorija

Neka su M , N i K sredixta stranica AB, BC i CD tetivnog qetvoro-1.

ugla ABCD, redom. Dokazati da vaжi

∢BMN = ∢CKN.

Neka je P (x) polinom sa celim koeficijentima koji pri deƩeƬu sa2.
x3 − x2 + x − 6 daje ostatak x2 − 7x + 3. Koliki je ostatak pri deƩeƬu
polinoma P (x) sa x− 2 ?

U skupu prostih brojeva rexiti jednaqinu3.

2x2 + 1 = y5.

Neka je ABCD paralelogram, a Z taqka na produжetku stranice BC4.

tako da vaжi raspored B −C −Z. Neka prava AZ seqe prave BD i CD

u taqkama X i Y , redom. Ako je duжina duжi AZ jednaka 6, a duжina
duжi AY jednaka 3, odrediti duжinu duжi AX.

Na nekom takmiqeƬu iz matematike bilo je 5 zadataka razliqite teжine,5.

pa nikoja dva nisu nosila isti broj bodova, ali je svaki nosio broj
bodova koji je prirodan broj. Ako se za dva ura�ena najlakxa zadatka
dobijalo 10 bodova, a za dva ura�ena najteжa zadatka 18 bodova, koliko
bodova se dobijalo za svih 5 ura�enih zadataka?

Vreme za rad 180 minuta.
Svaki zadatak vredi 20 poena.



OKRUЖNO TAKMIQEƫE IZ MATEMATIKE

UQENIKA SREDƫIH XKOLA, 11.02.2012.

Drugi razred , B kategorija

U skupu realnih brojeva rexiti nejednaqinu1.

√

4 + 7x− 2x2 < 2x+ 1.

Neka su brojevi a, b, c ∈ R po parovima razliqiti i f(x) kvadratni2.

trinom, tako da je f(a) = bc, f(b) = ca, f(c) = ab. Dokazati da je

f(a+ b+ c) = ab+ bc+ ca.

Da li postoji prirodan broj n > 1 takav da su posledƬe qetiri cifre3.
broja 2012n jednake 2012 ?

Ako simetrala unutraxƬeg ugla kod temena A trougla ABC seqe opisanu4.

kruжnicu u taqki N , a stranicu BC u taqki T , dokazati da je

BN2 = AN · TN.

Na jednom maskenbalu okupilo se n>4 Ʃudi. Svi su se snabdevali kod5.

istog prodavca, koji je u ponudi imao kostime u nekoj od n+ 2 mogu�e
boje. Neke od boja u ponudi bile su: bela, crna, plava, zelena, жuta,
crvena. Na maskenbalu se ispostavilo:

• taqno jedna od boja {bela, crna} bila je zastupƩena;

• taqno dve od boja {crna, plava, zelena} bile su zastupƩene;

• od boja {bela, plava, жuta} bio je zastupƩen paran broj (tj. ili
nijedna od Ƭih, ili taqno dve);

• od boja {bela, zelena, crvena} bio je zastupƩen paran broj.

Dokazati da se mogu na�i dve osobe na maskenbalu obuqene u kostime
iste boje.

Vreme za rad 180 minuta.
Svaki zadatak vredi 20 poena.



OKRUЖNO TAKMIQEƫE IZ MATEMATIKE

UQENIKA SREDƫIH XKOLA, 11.02.2012.

Tre�i razred , B kategorija

Dokazati da za proizvoƩne vektore −→a ,
−→
b , −→c vaжi1.

[(

−→a +
−→
b
)

×
(−→
b +−→c

)]

· (−→c +−→a ) = 2−→c · (−→a ×
−→
b ).

U skupu realnih brojeva rexiti sistem jednaqina2.

sinx · cos 2y = 1

cosx · sin 2y = 0.

Dokazati da se kvadrat prirodnog broja ne moжe zavrxavati sa qetiri3.
iste nenula cifre.

U konveksnom qetvorouglu ABCD vaжi4.

AB2 −BC2 +AC2

CD2 −AD2 +AC2
=

AB2 −AD2 +BD2

CD2 −BC2 +BD2
.

Dokazati da je AB ‖ CD.

U poƩa tablice 100× 100 su upisani brojevi. U svakoj vrsti ima bar5.

10 razliqitih brojeva, ali u svake tri uzastopne vrste ima najvixe 16
razliqitih brojeva. Koliko najvixe razliqitih brojeva moжe da se
na�e u tablici?

Vreme za rad 180 minuta.
Svaki zadatak vredi 20 poena.



OKRUЖNO TAKMIQEƫE IZ MATEMATIKE

UQENIKA SREDƫIH XKOLA, 11.02.2012.

Qetvrti razred , B kategorija

Odrediti taqku na grafiku funkcije y = x− ln(x+1) u kojoj je tangenta1.

paralelna sa pravom koja prolazi kroz taqke A(2, 3) i B(−1, 4).

Da li je funkcija f : R → R definisana sa f(x) = sin(x2), za sve x ∈ R,2.

periodiqna?

U skupu prirodnih brojeva rexiti jednaqinu3.

2x − 6y = 2012.

U oxtrouglom trouglu ABC taqka D je podnoжje visine iz temena C i4.

vaжi AD = BC. Ako je L podnoжje normale iz D na visinu iz temena
A trougla ABC, dokazati da je BL simetrala ugla ABC.

Na svakoj od 2011 kartica upisan je jedan od brojeva +1 ili −1. Sa5.

koliko najmaƬe pitaƬa moжemo saznati proizvod svih brojeva, ako je-
dnim pitaƬem moжemo saznati vrednost proizvoda brojeva na taqno
tri proizvoƩno izabrane kartice?

Vreme za rad 180 minuta.
Svaki zadatak vredi 20 poena.



OKRUЖNO TAKMIQEƫE IZ MATEMATIKE

25.02.2012.

Prvi razred – A kategorija

Na krakovima AC i BC jednakokrakog trougla ABC date su1.

taqke M i N , redom, tako da je CM + CN = AC. Dokazati da
sredixte duжi MN pripada sredƬoj liniji tog trougla koja
odgovara stranici AB.

a) Koje ostatke daje n2 pri deleƬu sa 5.2.

b) Na�i sve proste brojeve p takve da su i brojevi p2+4 i p2+6
prosti.

Odrediti sve cele brojeve x tako da vrednost izraza3.

A =
−3x3 − x2 + 12x+ 4

3x3 + x2 − 15x− 5

bude ceo broj.

Date su tri razliqite taqke u ravni H, S i T . Konstruisati4.

trougao ABC tako da taqke H, S i T , redom, budu preseci
opisane kruжnice k oko trougla ABC sa produжecima visine,
simetrale ugla i teжixne linije iz istog temena B. Disku-
tovati egzistenciju i broj rexeƬa u zavisnosti od poloжaja
datih taqaka!

Na xahovskoj tabli 4×3 postavƩena su 3 bela skakaqa i 3 crna5.

skakaqa kao na narednoj slici levo.

2UnMnlNkl2Un

MnlNkl2UNklMnlNkl

→

2UNklMnlNkl2UNkl

MnlNkl2UnMnlNkl

Zameniti mesta belim i crnim skakaqima uz najmaƬi broj
poteza (tj. dovesti ih do pozicije na prethodnoj slici desno).
Skakaqi se kre�u kao u xahu.

Vreme za rad 180 minuta.
Zadatke detaƩno obrazloжiti.



OKRUЖNO TAKMIQEƫE IZ MATEMATIKE

UQENIKA SREDƫIH XKOLA, 25.02.2012.

Drugi razred , A kategorija

Na�i sve realne brojeve x za koje vaжi:1.

√

1 +
√
1 + x = x.

Dokazati da u svakom konveksnom jedanaestouglu postoje dve dijagonale2.
koje su paralelne ili je ugao koji obrazuju prave kojima pripadaju te
dijagonale maƬi od 5◦.

Dokazati da za svaki realan broj k > 1 vaжi3.

{x2 − x

1− kx
| x 6=

1

k
, x ∈ R

}

= R.

Dokazati da povrxina konveksnog qetvorougla ABCD nije ve�a od4.

1

2
(AB · CD +BC ·DA). U kakvim qetvorouglovima vaжi jednakost?

Na�i sve prirodne brojeve x, y, u i v takve da je5.

x3 + 7y = 2u i y3 + 7x = 2v.

Vreme za rad 180 minuta.
Svaki zadatak vredi 20 poena.



OKRUЖNO TAKMIQEƫE IZ MATEMATIKE

UQENIKA SREDƫIH XKOLA, 25.02.2012.

Tre�i razred , A kategorija

Na�i sve prirodne brojeve n za koje je polinom P (x) = x3n+x2n+xn+11.

deƩiv polinomom Q(x) = x3 + x2 + x+ 1.

Neka je n prirodan broj. Na�i vrednost determinante reda n2.

Dn =
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.

Koja od jednaqina x2 + y2 + z2 = 2011 i x3 + y3 + z3 = 2011 ima vixe3.

rexeƬa u skupu celih brojeva?

Na produжetku stranice AC preko temena C trougla ABC (AB > AC)4.

data je taqka B1 tako da vaжi AB = AB1. Simetrala ∢BAC seqe pravu
BC u taqki D. Kruжnica opisana oko trougla B1CD seqe kruжnicu
opisanu oko trougla ABC u taqki E, E 6= C. Dokazati da je tangenta
kruжnice opisane oko trougla B1CD u taqki E paralelna stranici
AC.

Za koje n ∈ N je mogu�e formirati relaciju prijateƩstva (relacija5.

prijateƩstva je simetriqna) na skupu od n Ʃudi, tako da svaki qovek
ima taqno 3 poznanika ?

Vreme za rad 180 minuta.
Svaki zadatak vredi 20 poena.



Ministarstvo prosvete i sporta Republike Srbije

Druxtvo matematiqara Srbije

OKRUЖNO TAKMIQEƫE IZ MATEMATIKE

25.02.2012.

Qetvrti razred – A kategorija

Odrediti sve funkcije f : R → R koje zadovoƩavaju uslov1.

|f(x)| 6 2011 6

∣

∣

∣

∣

xf(y)− yf(x)

x− y

∣

∣

∣

∣

za sve razliqite x, y ∈ R.

Neka je f : (0,∞) → R ograniqena i diferencijabilna i neka za2.

svako x ∈ (0,∞) vaжi f(x) · f ′(x) > cosx. Dokazati da lim
x→∞

f(x) ne

postoji.

U skupu celih brojeva rexiti jednaqinu3.

x2012 − 2010 = 4y2012 + 4y2011 + 2011y.

Neka su R i r polupreqnici opisane i upisane kruжnice trougla4.

ABC, redom. Kruжnica ka iznutra dodiruje opisanu kruжnicu
u taqki A, a spoƩa dodiruje upisanu kruжnicu trougla ABC.
Analogno su definisane kb i kc. Neka su ra, rb, rc polupreqnici
kruжnica ka, kb, kc, redom. Dokazati da vaжi

R− ra

r + 4ra
+

R − rb

r + 4rb
+

R − rc

r + 4rc
>

3R

4r
.

Odrediti kada se dostiжe jednakost u prethodnoj nejednakosti.

Odrediti sve parove (m,n) prirodnih brojeva, tako da je 3 65.

n 6 m i postoji tabla dimenzija m× n takva da vaжi:

1◦ u svako poƩe table upisan je ceo broj;

2◦ zbir brojeva u bilo kom kvadratu 2 × 2 ove table je nega-
tivan;

3◦ zbir brojeva u bilo kom kvadratu 3 × 3 ove table je pozi-
tivan.

Vreme za rad 180 minuta.
Zadatke detaƩno obrazloжiti.



Ministarstvo prosvete i sporta Republike Srbije

Druxtvo matematiqara Srbije

OKRUЖNO TAKMIQEƫE IZ MATEMATIKE

25.02.2012.

Prvi razred – B kategorija

Neka su AB i CD paralelne i neka je E preseqna taqka pravih1.

AD i BC. Dokazati da se opisane kruжnice trouglova ABE i
CDE dodiruju.

Ako za sve x ∈ R \ {0, 1} vaжi f(x) + f
( 1

1− x

)

= x, odrediti f(2).2.

Koliko rexeƬa ima jednaqina3.

(3p+ q2)r = 2010

u skupu prostih brojeva?

Neka je O sredixte duжi AB, a E proizvoƩna taqka duжi AB.4.

Neka C i D pripadaju kruжnici nad preqnikom AB, tako da su
obe sa iste strane prave AB i vaжi ∢AEC = ∢BED. Dokazati
da je qetvorougao CEOD tetivan.

Na turniru je uqestvovalo n < 10 igraqa. Svaki igraq je igrao5.

sa svakim taqno jednom. Za pobedu igraq dobija 1 poen, a za
poraz 0 poena. Svaka utakmica se zavrxila pobedom jednog od
igraqa.
Nakon odigranog turnira ispostavilo se da je taqno jedan igraq
imao neparan broj poena i da je bio plasiran na qetvrto mesto.
Koliko je igraqa uqestvovalo na turniru?

Vreme za rad 180 minuta.
Zadatke detaƩno obrazloжiti.



OKRUЖNO TAKMIQEƫE IZ MATEMATIKE

UQENIKA SREDƫIH XKOLA, 25.02.2012.

Drugi razred , B kategorija

U skupu realnih brojeva rexiti jednaqinu1.

√

x2 − 6 ·
√

x2 + 2x− 32 + 2x+ 1 = 5.

Dokazati da svi kompleksni brojevi z za koje vaжi2.

Re

(

z − 2

z − 1

)

= 0

pripadaju jednom krugu kompleksne ravni, a svi oni za koje vaжi

Im

(

z − 2

z − 1

)

= 0

pripadaju jednoj pravoj kompleksne ravni.

Aleksandar i Milox igraju slede�u igru: oni naizmeniqno upisuju3.
koeficijente a, b, c (a, b 6= 0) kvadratne jednaqine

ax2 + bx+ c = 0.

Aleksandar igra prvi i on dobija ako kvadratna jednaqina ima dva
rexeƬa istog znaka, a Milox dobija u ostalim sluqajevima. Ko od
Ƭih dvojice ima pobedniqku strategiju?
(Broj 0 nije ni pozitivan ni negativan broj.)

Iz temena B tupog ugla romba ABCD konstruisane su normale BE i4.

BF na stranice AD i CD, redom. Ako je BE = BF = a i EF = b,
odrediti duжinu stranice romba.

Koliko ima petocifrenih brojeva takvih da im je dvocifreni poqetak5.

deƩiv sa 2, trocifreni poqetak deƩiv sa 3, qetvorocifreni poqetak
deƩiv sa 4 i ceo broj deƩiv sa 5?
(k-tocifreni poqetak broja n je broj sastavƩen od k cifara najve�e
teжine broja n.)

Vreme za rad 180 minuta.
Svaki zadatak vredi 20 poena.



OKRUЖNO TAKMIQEƫE IZ MATEMATIKE

25.02.2012.

Tre�i razred – B kategorija

Izraqunati
2 cos 40◦ − cos 20◦

sin 20◦
.1.

Ako je2.

~a×~b = ~c× ~d i ~a× ~c = ~b× ~d,

dokazati da su vektori ~a− ~d i ~b− ~c kolinearni.

Rexiti sistem jednaqina 2 · 51−y = log
3
(x−2), 5y + log

3
x = 4.3.

Presek pravilne qetvorostrane prizme i ravni koja prolazi4.

kroz Ƭen vrh je romb sa oxtrim uglom α. Odrediti nagibni
ugao te ravni prema ravni osnove prizme.

Tegovi razliqitih masa strunama su zakaqeni za letvice. Masa5.

letvice i masa strune se zanemaruju, pa se pod masom letvice
smatra zbir masa okaqenih tegova. Letvice se mogu struna-
ma priqvrx�ivati za druge letvice pri qemu se taqka u kojoj
struna drжi zakaqenu letvicu naziva oslonac. Zakaqena letvi-
ca se tretira kao teg. Sve taqke letvice u kojima su zakaqeni
tegovi su na celobrojnim rastojaƬima od oslonca te letvice.

Moment tega je proizvod Ƭegove teжine i rastojaƬa od
oslonca letvice na kojoj se nalazi. Horizontalan poloжaj
letvice oznaqava jednakost momenata optere�eƬa na obe strane
u odnosu na oslonac te letvice, pri qemu je momenat optere�eƬa
svake strane letvice jednak zbiru momenata tegova.

Teжine tegova su razliqiti prirodni brojevi 1, 2, 3, . . . , n,
pri qemu je n ukupan broj tegova. Sistem tegova sa naredne
slike levo (tu je n = 5) ima obe horizontalne letvice, jer za
gorƬu vaжi jednakost 3 · 3+(4+2) · 1 = 5 · 2+1 · 5, a za doƬu vaжi
4·1 = 2·2. Za sistem tegova sa slike desno odrediti mase tegova,
tj. na tegove treba upisati po jedan od brojeva 1, 2, 3, . . . , 8.
Da li je rexeƬe jedinstveno?

1

2

3

4

5

Vreme za rad 180 minuta.
Zadatke detaƩno obrazloжiti.
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Odrediti sve prirodne brojeve n za koje je polinom P (x) = x3n + x2n +1.
xn + 1 deƩiv polinomom Q(x) = x3 + x2 + x+ 1.

Dokazati da za svaki realan broj x > 1 vaжi nejednakost2.

lnx >
2(x− 1)

x+ 1
.

Dat je oxtrougli trougao ABC. Oznaqimo sa B1 i C1 podnoжja visina3.
iz temena B i C na stranice AC i AB. Neka je D podnoжje normale
iz B1 na AB i E preseqna taqka normale iz D na BC i visine BB1.
Dokazati da je prava EC1 paralelna stranici AC.

Koliko ima qetvorocifrenih brojeva abcd za qije cifre vaжi a < b <4.

c < d?

Neka je n prirodan broj. Dokazati da je mogu�e izabrati bar 2n−1 + n5.

brojeva iz skupa {1, 2, . . . , 2n} tako da za svaka dva razliqita izabrana
broja x i y, Ƭihov zbir x+ y nije delilac Ƭihovog proizvoda x · y.

Vreme za rad 180 minuta.
Svaki zadatak vredi 20 poena.
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